线性 代数 与 空间 解析 几何 


空间 直角 坐标 系 与 向 量 


， 空间 直角 坐标 系 区 


三 个 坐标 轴 的 正方 向 
符合 右手 系 . 


即 右手 握 住 z? 轴 ， 
当 右 手 的 四 个 
手指 从 正 回 x 轴 
转身 正 向 7 轴 时 ， 
大 描 指 的 指 回 


丈 是 Z 轴 的 正 回 
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空间 直角 坐标 系 共 有 八 个 卦 限 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


空间 直角 坐标 系 与 向 量 


例 ”在 0 一 xyz 坐 标 系 中 表示 以 下 三 个 点 : 
Mi (1，2，3)，N -1，2，3)，N 41，2，-3). 
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空间 直角 坐标 系 与 向 量 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


向 量 的 表示 : 2 或 全 了 
以 4 为 起 点 ，B 为 终点 的 有 向 线段 
向 量 的 模 : 向 量 的 大 小 .ja 或 14 乙 
( 模 又 称 为 长 度 或 范 数 ) ， 
单位 向 量 : 模 为 1 的 向 量 . 
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自由 疝 量 : 不 考虑 起 氮 位 置 的 疝 量 


“一 中 人 


相 和 村 问 量 : 大 小 相等 且 方 向 相同 的 向 量 


一 


D 


负 问 量 : 大 小 相等 但 方向 相反 的 向 量 


0 
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问 径 : 空间 直角 坐标 系 中 任 一 点 “与 原 氮 
构成 的 问 量 . 
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向量 的 线性 运算 


三 、 向 量 的 线性 运算 

1， 回 量 的 分 量 ， 

把 回 量 “ 作 平 行 移 动 ， 使 其 起 点 
与 原点 重合 。 


设 其 终点 4 的 坐标 为 (o, oo, oj), 则 
称 aj， CD?， 习 为 回 量 一 OO4 的 分 量 或 
坐标 ， 


记 为 ， =(Q1，02，03). 
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向量 的 线性 运算 


2， 向量 的 线性 运算 


定义 设 w=(a， 202， 03)， C=(Oi， D， D3)， 


X+A= (ai+pu 02+O 03TD3)， 
[。C 一 ( [ai1， AD2， /0a3 ). 


&+B 称 为 加 芝 ，F。w 称 为 数 秃 
加 法 与 数 乘 统称 为 线性 运算 . 


X-B=cw+( 人 -CI) 
= (1- 01， C2 - 02， CL3 - D3). 
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向 量 的 线性 运算 


3， 线 性 运算 满足 的 运算 规律 
。 (1) CA+N= + 0 
。 (2) (CT 用 +1= C++ 
e。 (3) w+0O= C; 
。 (4) w+(- g=0) 
e。 (5) 1 w= Cw， 
。 (6) Ko) = (ka ; 
。 (7) K(wX+O = w+KO; 
e。 (8) (KK+/) w= 人 w+law. 
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4， 基 回 量 与 线性 表 出 
= (10.0),， 三 = (0,10), 无 = (0.0.1) 
单位 向 量 ，，， 称 为 基 向 量 . 
色 =(Ci， CD2， 03) 
=(aj, 0,0)+(0, a, 0)+(0, 0, an) 
= oO 上 GT 天 
称 “ 可 由 ，，， 线性 表 出 。 
oj 称 为 向 量 5 在 x 轴 上 的 分 向 量 


及 
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回 量 在 轴 上 的 投影 


四 、 器 量 在 轴 上 的 投影 万 
1. 空间 两 向 量 的 夹 角 的 概念 : 如 
zx0=0. 向 量 x 与 向 量 2 的 夹 角 为 : 5 


0 =< 契 5 >=< GE>(0<D< 秘 ) 
类 似 地 ， 可 定义 向 量 与 一 轴 或 空间 两 轴 的 光 角 . 


特殊 地 ， 当 两 个 同 量 中 有 一 个 零 问 量 时 ， 规 定 
它们 的 夹 角 可 在 0 与 之 间 任 意 取 值 . 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


回 量 在 轴 上 的 投影 


2. 空间 一 点 在 轴 上 的 投影 


过 点 4 作 轴 v 的 垂 
直 平 面 ， 交 点 4" 即 
为 点 4 在 轴 上 的 


几 旦 
义 欣 ]o 
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回 量 在 轴 上 的 投影 


3. 回 量 在 轴 上 的 投影 


过 空间 点 4 B 作 平面 与 轴 wx 牌 直 ， 与 烛 w 相 区 
于 4 妈 吕 ? 问 量 4B8 在 轴 zx 上 的 投影 定义 为 


1IAB 由 AB 与 xz 同 向 
-|AB 外 AB 与 zx 反 向 


Pr , 4 = 
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回 量 在 轴 上 的 投影 


向 量 在 轴 上 的 投影 有 以 下 两 个 性 质 : 
(1) 向 量 4 有 在 轴 z 上 的 投影 等 于 向 量 的 模 乘 以 


凶 


Pr74B=Pr74Z 
= 4011cosg 


16 


线性 代数 与 空间 解析 几何 


回 量 在 轴 上 的 投影 


由 性 质 1 容 易 看 出 : 
(D) 0<p< 了 ,投影 为 正 
(2 量 <gS 二 投影 为 负 
G) 9 = 了 ,投影 为 夫 
Cd 相等 向 量 在 同一 轴 上 投影 相等 
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回 量 在 轴 上 的 投影 


《2) 两 个 向 量 的 和 在 轴 上 的 投影 等 于 两 个 向 量 
在 该 轴 上 投影 之 和 《可 推广 到 有 限 多 个 ) 
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回 量 在 轴 上 的 投影 


向 量 O4 的 坐标 @， Ll7。 :分别 是 O4 在 三 个 坐标 轴 
上 的 投影 . 
利用 勾 股 定理 从 图 中 可 得 


lo4l= Je +o +a3 
IEO4I= Ca 关上 + 二 (es 


= COC4 1 
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线性 运算 的 几何 意义 


五 ， 线 性 运算 的 几何 意义 
设 O4= (aa ,0OB = (六 , 轧 ), 则 


O4+ OB = (ai+D,0T+D)= OP， 
Pr 7 DBP= 机 TD 一 六 三思 
Pr 1,BP=a+ 盖 0 =02 
经 平行 移动 后 可 与 “， 重 合 . 
故 BP/O4, 同 理 4P/OB 
所 以 ，O4PB 是 平行 四 边 形 . 
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线性 运算 的 几何 意义 


平行 四 边 形 法 则 忆 己 
O4+08- OP ,2 一 
ij 是 以 Ox ”为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 缕 ， 


一 下 ES 
用 广州 177 矿 )7T 
1 户 一 四 万 久 1 二 用 三 负 户 


平行 四 边 形 法 则 也 可 表示 为 三 角形 法 则 。 


一 > 


O4- 0 = O41 0D8! 


2 
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线性 运算 的 几何 意义 


2， 伸 缩 变 换 2 
再 0 
( D=42 一 -5 


C) 4> 0.5 与 5 同 向 ; 
(3) 14 < 0 厂 与 z 反 向 
(4 =(O 访 ) 访 )=4(0aG)= 和 人 


人 
Cd 3 


( 右 a =0, 则 访 = 0). 
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线性 运算 的 几何 意义 


例 1. 非 零 向 量 单位 化 . 


可 本 ] 
设 癌 量 zz0, 令 上 = 


人 , 是 与 5 同方 癌 的 单位 辐 量 , 


5 风 
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线性 运算 的 几何 意义 


例 2. 证 明 ， 三 角形 的 中 位 线 平行 于 底 边 且 等 于 
底 边 的 一 半 


证 ” 设 DF 是 中 位 线 ， 


DFE=D4+ 4 电 

- 工 PH 工人 忆 五 
岂 网 

(有 人 4C ) 
2 女 C 
] 一 > 

一 一 有 BC 
之 
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线性 运算 的 几何 意义 


例 3. 设 1M1iCci， JJ1， Z1) 9 /II2(x， JJ2， 2) 为 空间 二 点 . 


(有 求 上; 
LI 


解 . 1 一 一 人 
一 


h1UM= Oh -OA = 0 -2 -2 -2 


wii = \(c 一 力 小 上 人 放 二 让 5 一 


这 束 是 空间 两 氮 间 的 跑 离 公式 . 


旦 司 
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线性 运算 的 几何 意义 


| 


C) 设 1 为 MA 上 一 - 4， 求 M 的 坐标 


解 . 


14 1 1 


设 1 的 坐标 为 Cs za, 由 1 M =4.37 130 得， 


(x -XibJ-]Jz-Z) 三 4 -JJ ZI) 


X 十 4X 

人 

愉 1 (xc - X) 1 1 
辣 理 ， 本 _ 3242 


? 


1 十 人 1] 十 人 
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线性 运算 的 几何 意义 


行 1 为 MA 的 中 点 ， 则 1 的 坐标 为 


XI 二 MX JTJ 22 
2 
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问 量 的 模 与 方向 余 缀 


和、 ss 
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问 量 的 模 与 方向 余 缀 


由 图 示 可 知 
4 
Se 
\Ja 十 0 十 0 
Cl 
co = - 盖 
Ja 十 0 十 an 


03 


cs 


cos ;cos D, cos ; 称 为 癌 量 a 的 方 同 余弦 
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问 量 的 模 与 方向 余 缀 


方向 余 缀 的 特征 


特殊 地 : 单位 回 量 的 方向 余弦 为 


加 
E -一 = {coSCQ,， coS DO ,coS7 上 


2 1 
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问 量 的 模 与 方向 余 缀 


例 4 ， 设 有 向 量 殊 已 , 已 知 其 模 长 为 2， 它 与 x 轴 和 
y 轴 的 夹 角 分 别 为 5 和 7， 如 果 忆 :的 坐标 为 (10,3)， 
求 P, 的 坐标 
解 : 设 万 瑟 2 的 方向 角 分 别 为 wk，B8，7y 则 

2 


元 ] 元 
CQ 二 一 ,CO0SC = 一 ,0 = 一 ,COS 0 = 一 一 ， 
3 2 / 4 2 


……Ccos w+cos DB 上 +cos 7 =1|， 


加 cosy = 二 
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问 量 的 模 与 方向 余 缀 


设 忆 2 的 坐标 为 (2 及 2)， 
娘 忆 = (一 7 一 0,z 一 3) 
| 忆 忆 中 (coS CQ,coS DO coS7) 
202 ] 
到 一) = (1， V2 +1] 


0 
… 忆 (2,V2,4) 或 (2,V2.2) 
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问 量 的 模 与 方向 余 缀 


懒 | 
求 向 量 5= 4m+37- 了 在 x 轴 上 的 投影 及 在 ? 轴 上 的 分 量 。 
解 …= 4 矶 十 3 玩 一 
=4(37 +S7+8K)+3(07 -47 一 71 一 (S7 上 了 一 41) 
=137 +77 +15S5， 
所 以 在 x 轴 的 投影 为 w = 13， 
在 ? 轴 上 的 分 量 为 7 
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你 学 到 了 什么 
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